
航空发动机Aeroengine

收稿日期：2021-05-21 基金项目：国家科技重大专项（2017-Ⅱ-0009-0023）资助
作者简介：曹琳婷（1998），女，在读博士研究生，研究方向为压气机强迫响应；E-mail：caolinting@mail.nwpu.edu.cn。
引用格式：曹琳婷，王丁喜，黄秀全 .叶轮机气弹耦合方程求解的时间推进方法评估[J].航空发动机，2022，48（5）：94-100. CAO Linting，WANG Dingxi，
HUANG Xiuquan. Evaluation of time-marching method for solving aeroelastic coupled equations of turbomachinery[J]. Aeroengine，2022，48（5）：94-100.

叶轮机气弹耦合方程求解的时间推进方法评估

曹琳婷，王丁喜，黄秀全

（西北工业大学 动力与能源学院，西安 710129）

摘要：为了提高叶轮机颤振预测时的计算效率，同时兼顾求解的稳定性，有必要选取最适合的时间推进方法。基于降阶结构

动力学方程的双向流固耦合方法常用于压气机气弹性能分析，针对气动弹性控制方程中结构动力学方程考查了多种时间推进方

法对计算结果的影响。通过单自由度弹簧系统的数值求解探讨了不同时间推进方法的特点；选取实际压气机算例NASA Rotor 67
进行颤振流固耦合分析，进行大量数值试验找到了各时间推进方法需要的最大时间步长，以此为依据对比出不同时间推进方法的

计算效率。结果表明：采用单自由度弹簧系统和压气机颤振耦合求解得出的结论基本一致，说明时间推进方法的性能更多地与方

法本身的数学性质有关，但是流固耦合求解时流场和结构的信息交互会带来一定影响。以实际颤振算例叶片瞬态响应振幅的对

数衰减率作为衡量精度的标准，经典龙格-库塔方法是颤振耦合计算达到相同精度耗时最少的方法，其次是 4阶隐式Adams方法

和Newmark方法。
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Evaluation of Time-marching Method for Solving Aeroelastic Coupled Equations of Turbomachinery
CAO Lin-ting，WANG Ding-xi，HUANG Xiu-quan

（School of Power and Energy，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China）

Abstract：In order to improve the computational efficiency of turbomachinery flutter prediction while considering the stability of solu⁃
tion，it is necessary to select the most appropriate time-marching method. The two-way fluid-structure coupling method based on the re-
duced order structural dynamics equation is often used to analyze the aeroelastic performance of the compressor. For the structural dynam⁃
ics equation in the aeroelastic control equation，the influence of various time-marching methods on the calculation results was investigated.
The characteristics of different time-marching methods were discussed through numerical solution of single degree of freedom spring sys⁃
tem. NASA Rotor 67 was selected for flutter fluid-structure coupling analysis as a compressor case study，and a large number of numerical
tests were carried out to find the maximum time step required by each time-marching method. Based on this，the calculation efficiency of
different time-marching methods was compared. The results show that the conclusions obtained by using the single degree of freedom
spring system and compressor flutter coupling solution are basically consistent，indicating that the performance of time-marching method is
more related to the mathematical properties of the method itself，but the interaction of information between the flow field and the structure
has a certain impact during a fluid-structure coupling solution. Taking the logarithmic decay rate of the blade transient response amplitude
in the actual flutter calculation case as the measure of accuracy，the classical Runge-Kutta method is the least time-consuming method to
achieve the same accuracy in flutter coupling calculation，followed by the 4th order implicit Adams method and Newmark method.
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0 引言

流体和固体之间的耦合作用（Fluid Structure In⁃
teraction，FSI）普遍存在于航空航天、海洋、建筑和生

物等工程研究和应用领域。在叶轮机研究领域，流固

耦合作用产生的气动弹性振动问题对结构的潜在破

坏性极大，严重时会造成重大经济损失。在叶轮机流

固耦合诱发的振动问题中，根据激励的来源，可以将
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振动分为自激振动和强迫响应[1]。其中颤振是自激

振动的典型代表。为了预防颤振或强迫振动的发生，

高效率和高精度的流固耦合技术在航空发动机设计

中的应用不可或缺。

定量的压气机气弹性能分析不可避免地需要求

解流动控制方程和结构控制方程，其中时间推进的耦

合求解方法在多排错频设计以及叶片动响应分析等

方面仍有解耦分析不具备的优势。基于计算流体力

学（Computational Fluid Dynamics，CFD）和计算结构

动力学（Computational Structural Dynamics，CSD）耦合

的时域数值分析方法可以分为直接求解原始结构动

力学方程的流固全耦合法[2]和求解降阶结构动力学

方程的流固部分耦合法[3]。前者非常复杂，通常需要

消耗大量计算资源，其工程应用非常少；后者常用于

学术研究和工程设计中，因此有大量的研究着重于提

高部分耦合法计算的精度和效率。

流固部分耦合法早在 2维叶栅的颤振分析中就

得到了应用，相似的研究[4]都将结构动力学方程降阶

为平动和旋转 2个自由度，在这个基础上采用伪时间

迭代使得耦合更加紧密，其流场和结构的真实时间推

进都采用显式龙格-库塔格式。Sadeghi等[6]为解决 3
维气动弹性问题给出了一种基于 2阶向后差分的双

时间步长法的时间推进方法，并应用于机翼颤振的预

测；Bendiksen等[7]较早地提出了将 Newmark-β、Wil⁃
son-θ等一系列常见于结构动力学方程求解的单步法

用于气动弹性方程的时域推进，同时也提到关于Ad⁃
ams及其他线性多步法，Adams线性多步法是现代数

值计算中的一类重要方法，适用于求解包含复杂函数

的常微分方程；Robinson等[8]将基于 Adams-Moulton
的预测-校正方法用于气动弹性方程的时域推进；蒋

跃文等[9]利用标准气动弹性模型校验了 6种Adams相
关格式时间推进的精度和稳定性，并提出了一种流场

迭代次数少并且稳定性好的半隐式线性多步法；Do⁃
kainish等[10]整理并对比了求解单自由度结构动力学

方程的各类时间推进方法，分析了各方法的计算特

性。但在多数涉及叶轮机流固耦合的时间推进方法

研究的公开文献中，研究者侧重于发展新的时间推进

格式，而对不同时间推进格式的效率对比研究较少。

为填补了上述研究领域的空缺，本文通过对比不

同时间推进方法的计算效率，力求找到求解流固耦合

气弹方程的最佳方法。

1 气弹控制方程的求解

1.1 流场控制方程

流场控制方程采用圆柱坐标系下的 Unsteady

Reynolds-averaged Navier-Stokes（URANS）方程

∂Q
∂t +

∂ ( )F - Qvg, x - Vx
∂x + ∂ ( )G - Qvg,θ - Vθ

r∂θ +
∂r ( )H - Qvg, r - Vr

r∂r = S
（1）

式中：Q为守恒变量；F、G、H分别为轴向、周向和径向

的对流通量；Qvg, x、Qvg,θ、Qvg, r分别为对应 3个坐标方

向的由于网格运动引起的通量；Vx、Vθ、Vr分别为对应

3个坐标方向的粘性通量；S为源项。

对该方程的详细解释见文献[11-12]。另外，采

用 Spalart-Allmaras湍流模型[15]来封闭方程，此处不再

赘述。

1.2 结构控制方程

结构控制方程的推导基于牛顿第 2运动定律，其

矩阵表达式为

Mẍ + Cẋ + Kx = F （2）
式中：从左至右第 1项为惯性力；第 2项为摩擦力；第

3项为弹性力；第 4项为气动力F；M为质量矩阵；C为

摩擦系数矩阵；K为刚度矩阵；x为位移向量。

叶轮机叶片小展弦比和实心的特点决定其振动

固有频率高，因此流固耦合对叶片振动振型的影响

小，从而使得在流固耦合数值分析中可以忽略其振型

由于流固耦合的影响而引起的变化。叶片固有振型/

频率就是其在真空中振动的振型，因此在无气动力和

阻尼力的真空条件下，式（2）可写为

Mẍ + Kx = 0 （3）
假设式(3)的解满足 x = φkeiωk t，则有 ẋ = iωkφke

iωk t，

ẍ = -ω2kφke
iωk t，则有

( -Mω2k + K ) φk = 0 （4）
( M -1K - ω2k I ) φk = 0 （5）

可知特征值为 ω2
k（ωk为叶片的振动频率），特征

向量为φk（叶片的振动模态）。上述分析求解特征值

和特征向量的过程称为模态分析。

根据模态分析得到的模态向量为ϕi（叶片的振动

模态），模态向量还满足正交性
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ϕT
i ϕj = ìí

î

1 , i = j
0 , i ≠ j （6）

叶片振动的位移向量可以由模态向量ϕi的线性

组合表示

x =∑
i

ϕiqi = [ ]ϕ1 ... ϕN ( )q1...qN = Φq （7）

式中：N为结构动力学方程的维度，也是叶片振动的

自由度；qi为标量。

将式（7）的位移表达式代入式（2），可得到

MΦq̈ + CΦq̇ + KΦq = F （8）
再将上述方程左右同乘振型矩阵的共轭转置ΦH

得到

ΦHMΦq̈ + ΦHCΦq̇ + ΦHKΦq = ΦHF （9）
再根据振型的正交特性，上述方程的左端质量

矩阵、摩擦系数矩阵和刚度矩阵分别被对角化为

ΦHMΦ = I （10）
（11）

ΦHKΦ = ( )ω21 ...
ω2N

（12）
于是式（2）降阶为N个独立的标量方程

q̈ i + 2ωi ξi q̇ i + ω2
i q = ϕH

i F （13）
上述方程的右端项称作模态力，通过URANS方

程求解得到。此时，气弹控制方程（2）的数值求解简

化成了单自由度方程（13）的求解问题。

令Q = [ qi ]q̇ i
T
，可以将方程（13）化简为 1阶常微

分方程的形式

∂Q
∂t =

é
ë
ê
0
-ωi

2
ù
û
ú

1
-2ξiωi

Q + é
ë
ê

ù
û
ú

0
ϕH
i F

（14）

2 时间推进方法

流固耦合系统的气弹控制方程中的结构动力学

方程可以用常微分方程(14)的形式表达，其右边项可

以改写为
∂Q
∂t + R ( )t,Q = 0 （15）

方程(15)的时间导数项可采用不同的离散格式

以达到时间推进的目的，本文选取以下几种经典格式

进行比较。

1阶显式欧拉（1EEM）
Qn + 1 = Qn - R ( )tn,Qn Δt （16）

1阶隐式欧拉（1IEM）
Qn + 1 = Qn - R ( )tn + 1,Qn + 1 Δt （17）

1阶混合欧拉（1HEM）
Qn + 1 = Qn - 12 { R ( )tn,Qn + R ( )tn + 1,Qn + 1 } Δt（18）
4阶显式Adams（4EAM）
Qn + 1 = Qn - Δt ⋅ {( 5524 R ( tn,Qn ) - 5924 R ( tn - 1,Qn - 1 ) +

37
24 R ( tn - 2,Qn - 2 ) - 9

24 R ( tn - 3,Qn - 3 ) }
（19）

4阶隐式Adams（4IAM）
Qn + 1 = Qn - Δt ⋅ {( 924 R ( tn + 1,Qn + 1 ) + 1924 R ( tn,Qn ) -

5
24 R ( tn - 1,Qn - 1 ) + 1

24 R ( tn - 2,Qn - 2 ) }
（20）

4阶半隐式Adams[18]（4SAM）
Qn + 1 = ( I - 9A24 Δt )-1 [Qn + A

24 Δt ⋅ ( 19Qn - 5Qn - 1 + Qn - 2 ) +
B
24 Δt ⋅ ( 55fn - 59fn - 1 + 37fn - 2 - 9fn - 3 ])

（21）

式中：B = [ 0 1 ]T；A = æ
è
ç
0
-ω2

ö
ø
÷

1
-2ξω ；f为式（13）右边项

的外力。

该方法的本质是结构项用 4阶隐式Adams格式，

气动力项用4阶显式Adams格式离散的混合格式。

基于Adams的预测校正方法（PCAM）
ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Q( 0 )
n + 4 = Q̄( 1 )

n + 3 + h
24 [ ]55R̄( 1 )n + 3 - 59R̄( 1 )n + 2 + 37R̄( 1 )n + 1 - 9R̄( 1 )n

Q̄( 0 )
n + 4 = Q( 0 )

n + 4 + 251270 (Q( 1 )
n + 3 - Q( 0 )

n + 3 ),
R̄( 0 )n + 4 = R ( tn + 4, Q̄( 0 )

n + 4 ),
Q( 1 )
n + 4 = Q̄( 1 )

n + 3 + h
24 [ ]9R̄( 0 )n + 4 + 19R̄( 1 )n + 3 - 5R̄( 1 )n + 2 + R̄( 1 )n + 1

Q̄( 1 )
n + 4 = Q( 1 )

n + 4 - 19
270 (Q( 1 )

n + 4 - Q( 0 )
n + 4 ),

R̄( 1 )n + 4 = R ( tn + 4, Q̄( 1 )
n + 4 )

（22）

4-1显式龙格-库塔方法（MRK）

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

Qn
( 1 ) = Qn - 14 R ( )tn,Qn Δt

Qn
( 2 ) = Qn - 13 R ( )tn,Qn

( 1 ) Δt
Qn

( 3 ) = Qn - 12 R ( )tn,Qn
( 2 ) Δt

Qn + 1 = Qn - R ( )tn,Qn
( 3 ) Δt

（23）

基于2阶向后差分的双时间步长法
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∂Q
∂τ +

3Qn + 1 - 4Qn - Qn - 1
2Δt + R ( )tn + 1,Qn + 1 = 0 （24）

Qn + 1,m + 1 - Qn + 1,m
Δτ + 3Qn + 1,m - 4Qn + Qn - 1

2Δt +
R ( )tn + 1,Qn + 1,m = 0

（25）

双时间步长法引入了伪时间导数项，并对伪时

间导数项差分得到内迭代的形式(25)。为了获得时

间精确解，在每个物理时间步内需要进行多次内迭

代，迭代次数选取为10～20次[16]。

经典龙格-库塔方法（Classical Runge-Kutta）的

推进格式为

ì

í

î

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ïïï
ï

k1 = R ( tn,Qn ),
k2 = R ( )tn + Δt2 ,Qn + Δt2 k1 ,

k3 = R ( )tn + Δt2 ,Qn + Δt2 k2 ,
k4 = R ( )tn + Δt,Qn + Δt ⋅ k3

Qn + 1 = Qn + Δt6 ( )k1 + 2k2 + 2k3 + k4

（26）

采用式（26）的时间推进方法求解气弹方程中的

R ( tn,Qn )时，每步需要具备 3个时刻点 tn、tn + Δt/2、
tn + Δt的流场求解信息，传统的简化处理方式是将气

动力项在每个时间步内冻结。这种处理方式会导致

计算精度大大降低。本文发展了一种算法可以避免

这一问题。经典龙格-库塔应用于气弹方程求解的

算法如图 1所示。以原先的Δt/2为时间步长，结构控

制方程第 n 步的求解需要的 3个流场时刻点为第 n

步、第n-1步、第n-2步，流场控制方程第n步的求解需

要的结构时刻点为第n-2步，推进格式可以重新写为

ì

í

î

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ïïï
ï

k1 = R ( tn,Qn ),
k2 = R ( )tn + 1,Qn + Δt2 k1 ,

k3 = R ( )tn + 1,Qn + Δt2 k2 ,
k4 = R ( )tn + 2,Qn + Δt ⋅ k3

Qn + 2 = Qn + Δt6 ( )k1 + 2k2 + 2k3 + k4

（27）

Newmark方法本身可以直接求解 2阶常微分方

程（例如结构动力学方程(2)），相比其他方法省略了

将2阶方程转换成1阶的步骤。该方法的求解迭代过

程为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

[ K͂ ] xn + 1 = { }F͂
n + 1

ẋn + 1 = ẋn + (1 - γ ) Δtẍn + γΔtẍn + 1
ẍn + 1 = 1

βΔt2 ( )xn + 1 - xn - 1
βΔt ẋn - (

1
2β - 1 ) ẍn

（28）

其中 [ K͂ ]和{ }F͂
n + 1的表达式为

[ K͂ ] = [ K ] + 1
βΔt2 [ M ] +

γ
βΔt [C ]

{ F͂ } n + 1 = { F } n + 1 + [ M ] æ
è
çç
1
βΔt2 xn

ö

ø
÷÷+ 1

βΔt ẋn + ( )1
2β
- 1 ẍn +

[C ] é
ë
êê
γ
βΔt xn + ( )γ

β
- 1 ẋn ù

û
úú+( )γ

2β
- 1 Δtẍn

（29）

尽管计算过程复杂，但在 γ=0.5、β=0. 25时，New-

mark方法具有 2阶精度以及无条件稳定的优势，因此

也常用于工程计算。

3 结果比较与分析

3.1 单自由度弹簧系统

为了比较上述时间推进方法的效率和精度，采用

2个算例进行验证。第 1个算例是单自由度有阻尼的

弹簧-质量系统，其受迫振动可以用 2阶线性常系数

微分方程描述

q̈ + 2ωξq̇ + ω2q = f （30）
f = Asin ( )ωex t + φ （31）

该方程和降阶结构动力学方程(13)具有相同的

形式，不同仅在于右边项 f。假设 f是简谐力，A为简

谐力的振幅，ωex为简谐力的频率，运动方程(30)具有

理论解

x = e-ξωext [C1sin ( )ωnt 1 - ξ2 +
C2cos ( )ωnt 1 - ξ2 ] +
P1cos ( )ωex t + P2sin ( )ωex t

（32）

式中：C1、C2、P1和P2分别为常系数。

图1 经典龙格-库塔应用于气弹方程求解的算法

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

Fluid

Structure
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通过上节提及的时间推进方法求出数值解，该模

型方程的数值解与理论解的误差用2-范数定义

E rr =  Qnum - Qana 2

 Qana 2

（33）

式中：Qnum和Qana分别为方程的数值解和理论解。

在每个振动周期分别划分了 10、20、50、100、
200、500、1000个时间步来考察时间步长与相对误差

的关系。在总时长 45个振动周期内各时间推进方法

的相对误差与时间步长的关系如图 2所示。横纵坐

标均采用对数形式，但该图横坐标的刻度标注为单个

振动周期内的时间步数。

从图中可见，显式方法的稳定性较差，如 1阶显

式欧拉每个振动周期需要 100个时间步以上才能收

敛；1阶混合格式、Newmark以及双时间步长法同是 2
阶精度方法，其准确性对时间步长大小非常敏感，减

小时间步长使误差减小的效果显著；基于 4阶Adams
方法的 4种方法都有着极为接近的误差-时间步长关

联曲线，其中隐式Adams在较大时间步长（20～50个
时间步）略具优势；4-1龙格-库塔方法与经典龙格-
库塔方法的差距很大，原因是伴随着方程右项外力 f

的计算次数减少，4-1龙格-库塔的准确度也大大降

低；在考查的所有方法之中，经典龙格-库塔方法的

精度和效率最高。

3.2 颤振分析

由于压气机结构比单自由度弹簧系统复杂得多，

这些时间推进方法在压气机叶片颤振耦合分析中的

适用性需要专门研究。另外，区别于单自由度弹簧系

统，时域耦合模拟的流场气动力是未知的。这需要求

解URANS方程和结构动力学方程时交替迭代，因此

会对各项时间推进方法的准确度产生一定影响。

颤振分析的算例选取跨声速风扇转子NASA Ro⁃
tor 67[17]，此算例存在相对翔实的试验数据，因此被广

泛用于数值分析结果的校验，也常被用于颤振研

究[18-20]。采用单通道计算域，计算网格周向 41个网格

点，径向 89个网格点，轴向 161个网格点。跨声速转

子NASA Rotor 67颤振计算网格如图 3所示。进行颤

振分析时选取前 2阶振型作为考查对象：1阶弯曲振

型（584.04 Hz）和1阶扭转振型（1256.95 Hz）。

以双时间步长法为例，当时间步长取 5.68×10-6 s
时，计算完成了10000步迭代，等效于叶片的1阶模态

振动了 33个周期，2阶模

态振动了 71个周期，其模

态位移如图 4所示。展示

了 1阶和 2阶模态的模态

位移随迭代步数的演化。

根据峰值的衰减速度可以

确定叶片振动的对数衰减

率 δ（Log-Dec）
δ = ln ( Ak

Ak + 1
) ≈ -W
2Estrain （34）

式中：W为积累功；Estrain为振动叶片的应变能。

由于模态位移相邻 2个峰值之间的时间步较少，

依据其计算对数衰减率时不可避免地带来较大的数

值误差，计算得到的对数衰减率 δ出现幅度较大的振

荡。为了减小数值误差的影响，计算对数衰减率 δ

图2 各时间推进方法数值解的相对误差与时间步长的关系

Log（
Err）

0
-0.5
-1.0
-1.5
-2.0
-2.5

1000 500 200 50 20 10
Log（dt）
100

1阶显式欧拉（1EEM）
1阶隐式欧拉（1IEM）
1阶混合欧拉（1HEM）
4阶显式Adams（4EAM）
4阶隐式Adams（4IAM）
4阶部分隐式Adams（4SAM）

4-1龙格-库塔方法（MRK）
经典龙格-库塔方法（CRK）
Newmark方法

基于Adams的预测校正方法（4PCAM）
双时间步长法（DTS）

图3 跨声速转子NASA Rotor 67颤振计算网格

图 4 双时间步长法在时间

步长为5.68×10-6 s时迭代

10000步的模态位移

（a）50%叶高S1流面 （b）50%叶高子午面

98



曹琳婷等：叶轮机气弹耦合方程求解的时间推进方法评估第 5期

δ = 1
10 × ln (

Ak
Ak + 10

) ≈ -W
2Estrain （35）

本文将 δ作为颤振计算时间步长不相关的考察

对象，将 ci作为评估时间步长不相关的指标。c1和 c2
的下标分别代表 1阶和 2阶模态。若有这样的Δt能
满足式(36)，则说明颤振计算满足时间步长不相关条

件，其中max ( Δt )是允许范围内的最大时间步长。在

式 (36)中，Δτ固定为 1个足够小的时间步长（2.84×
10-6 s）。在固定时间步长为Δτ时各时间推进方法的

对数衰减率如图 5所示。从图中可见，在时间步长足

够小时，各方法的对数衰减率结果是相吻合的。对所

有出现在图 5中的时间推进方法，Δτ对应的对数衰

减率计算已经达到时间步长不相关，因此可以作为参

考标准。

max ( c1, c2 ) < 0.01 ( ci =  δΔt - δΔτ 2 , i = 1, 2 )（36）

各时间推进方法的最

大时间步长如图6所示，图

中的纵坐标 Δt以 Δτ的倍

数衡量。从图中可见，经

典龙格-库塔方法的最大

时间步长为 6.7 倍的 Δτ
（1.89×10-5 s）；其次是 4阶
隐式 Adams方法和 Newmark方法，最大时间步长为

（5.70~6.25）Δτ，即（1.62~1.78）×10-5 s；1阶混合欧拉、

4阶显式 Adams、4阶部分隐式 Adams以及基于 4阶
Adams的预测校正方法的最大时间步长均为（3.6~
4.0）Δτ ，即（1.03~1.14）×10-5 s；双时间步长法的最大

时间步长为2Δτ，即5.68×10-6 s。
对于 1阶显式欧拉和 1阶隐式欧拉，前者在时间

步长取值很小时（< Δτ）颤振计算结果仍发散；后者在

时间步长取值很小时（< 0.4Δτ）计算与时间步长仍相

关。另外，4-1龙格-库塔方法类似于 1阶隐式欧拉，

时间步长取值在< 0.4Δτ时的颤振计算仍与时间步长

相关。鉴于本文的研究目的是找寻效率最高的时间

推进方法，因此上述 3种方法均不纳入考虑范围。在

所有考虑的时间推进方法中，Newmark方法和基于 4
阶Adams的预测校正方法增加了全局变量的存储单

元，但凭借如今计算技术的发展，足以忽略这些新增

存储单元带来的负担。

分析上述结果可知，max ( Δt )越大，代表计算时

需要耗费的迭代次数越少。因此，经典龙格-库塔方

法是所有时间推进方法中最节省计算时间成本的方

法。4阶显式Adams、部分隐式Adams和预测校正方

法的最大时间步长十分接近。在所有纳入考虑的方

法中，双时间步长法的最大时间步长是最小的，计算

耗时最多。这些结论也与前述单自由度弹簧系统的

相关数值计算结论相符合。

上述结论和单自由度弹簧系统得出结论不同之

处在于，求解单自由度弹簧系统得出的结论是New⁃
mark方法略逊于 1阶混合欧拉格式，但是在颤振耦合

计算时Newmark方法表现更佳，并且其优越性仅次于

经典龙格-库塔的。原因可能在于流固耦合问题的

流场方程求解是与结构方程求解交替进行的，1阶混

合欧拉格式采取显隐式混合来计算模态力，而New⁃
mark方法则采取的是隐式，减少了流场求解结果的

数值损耗。同理也可以解释 4阶隐式Adams方法在

颤振耦合计算时比其余 3种结果相似的Adams方法

更佳。

4 结论

（1）2项研究的计算结果有很多共同点，说明时

间推进方法的效率更多地与方法本身的数学性质有

关。因此对于复杂的流固耦合问题，研究不同时间推

进方法的准确性和耗时成本可以参考简单模型的。

但是流固耦合求解时流场和结构的信息交互可能带

来一定影响，因此还需要校验；

（2）在所有考查的时间推进方法中，经典龙格-
库塔方法的计算效率最高，稳定性好；其次是 New⁃
mark和 4阶隐式Adams方法；基于 2阶向后差分的双

时间步长法效率最低；

（3）流固耦合求解过程中流场部分的求解难度和

耗时远大于结构部分，因此选用时间推进方法时应不

图6 各时间推进方法的

最大时间步长

图 5 在固定时间步长Δτ（2.84×10-6 s）时各时间推进方法

的对数衰减率

（a）Mode 1 （b）Mode 2
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吝惜耦合难度和内存占用的缺点，选择稳定性更好的

隐式方法。
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