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正态分布规律下尺寸链设计分析

邓敬亮，刘才丽，劳贤豪
（中国航发湖南动力机械研究所，湖南株洲 412002）

摘要：为了提供尺寸链评判的量化依据、优化尺寸链关联尺寸的设计、降低零件加工成本，提出了一种新的基于正态分布规律

的概率法尺寸链设计方法。通过概率法分析可知尺寸在设计公差范围内的分布规律服从正态分布，推导出在尺寸链中封闭环也

服从正态分布，从而得出封闭环在设计要求区间内的概率值，进而评判机械装配中的间隙、干涉等是否具有合理性。结果表明：该

尺寸链设计法可根据封闭环在设计要求区间的实际情况以概率值进行量化，从而使尺寸链设计的评判更加具体化；封闭环的区间

概率值与尺寸链中的组成环可进行关联，因而对组成环的各零件尺寸进行调整优化，以提高封闭环的区间概率；对封闭环区间概

率过低的情况，给出了在尺寸链中增加调整垫的设计方法和原则。
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Design Analysis of Dimensional Chain Based on Normal Distribution Law
DENG Jing-liang， LIU Cai-li， LAO Xian-hao

（AECC Hunan Aviation Powerplant Research Institute， Hunan Zhuzhou 412002，China）
Abstract： In order to provide a quantitative basis for the dimensional chain assessment， optimize the design of the dimensional chain 

associated dimensions， and reduce the processing cost， a new probability dimensional chain design method was proposed based on the 
normal distribution law. Assuming that any size within the design tolerance is normally distributed， It can be known through the analysis of 
the probability method that the closing link in the dimensional chain is normally distributed， thereby the probability of the closing link 
within the required interval can be calculated， which can be used to assess whether the clearance or interference in mechanical assembly 
is reasonable or not. The results show that the dimensional chain design method can be quantified by the probability according to the actual 
situation of closing link in the required interval， thereby making the dimensional chain design assessment more specific； the probability of 
the closing link can be associated with the component links in the dimensional chain， then the sizes of the component links can be adjusted 
and optimized to improve the within-interval probability of the closing link. For cases where the within-interval probability of a closing 
link is too low， the design method and principle of adding adjusting pads in the dimensional chain are given.
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0　引言

在航空发动机设计、制造及装配[1-3]过程中，尺寸

链设计分析是不可或缺的基本技术。尺寸链[4]基本原

理是在机械装配过程中逐渐形成发展的，在产品设

计、加工、装配及测试等各环节均产生重要作用。尺

寸链设计方法包括极值法和概率法 2 种。极值法应

用最广，计算简单，即直接将各组成环尺寸公差上下

限进行累加，得出封闭环的公差范围。但当尺寸链长

度增加或组成环数目增多时，极值法得出的封闭环公

差范围就很大，为满足封闭环的设计要求，则需要减

小组成环的公差带宽，从而提高对应零件尺寸精度的

要求，增加零件的加工成本。对概率法的研究相对较

少，认为尺寸链中的封闭环存在概率分布[5]，概率值达

到某一要求即可，而不必为一些极小概率情况而付出

巨大的加工成本。
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尺寸链应用领域广泛，按应用场景分为设计尺寸

链[6-7]、工艺尺寸链、装配尺寸链[8-9]等。国内外学者对

其开展了广泛研究。尤其在装配领域，尺寸链分析是

1个必要环节。费飞[10]基于极值法推导出在装配过程

中的修配尺寸及其修配量的通用公式；朱志宏[11]利用

拉格朗日乘数法则求解出装配中尺寸链组成环的公

差，降低了装配成本；李健等[12-13]利用便于技术人员

使用的软件程序进行了常规尺寸链分析；赵远强等[14]

将复杂 2维尺寸链问题分解为单个组成环问题，按约

束方式与测量方式的组合进行分类，分析了组成环对

封闭环的贡献度，得到了公差传递系数；同长虹等[15]

指出当形位公差对尺寸链的封闭环产生影响时，需将

形位公差作为组成环考虑进尺寸链进行计算分析；樊

富友等[16]阐释了尺寸链设计中尺寸公差与形位公差

的关系，介绍了形位公差在不同公差原则下的处理方

法，指出了形位公差对尺寸链设计的不同影响；朱彬

等[17]根据航空发动机装配结构特点，分析了多种公差

设计方法在该领域的应用；丁岚等[18]提出一种根据零

件变形贡献的公差分配方法，保证了航空发动机运转

时处于效率最佳位置。

本文将正态分布引入尺寸链分析，推导出尺寸链

中封闭环的分布规律，进而计算出封闭环的设计要求

区间概率进行尺寸链设计。

1　数学模型建立

1.1　尺寸链组成

在机械加工或装配中，将相互连接的尺寸形成的

封闭尺寸组称为尺寸链，如图 1所示。尺寸链中的尺

寸通常分为组成环和封闭环 2 类。封闭环是加工或

装配中自然形成的终结尺寸链的环，通常为零件图纸

中未标注的尺寸或装配中某间隙。组成环是具有实

际意义或具体尺寸的其他环。组成环分为增环和减

环，即与封闭环正相关的组成环为增环，与封闭环负

相关的为减环。图 1 中，

X1、X2、X3为装配中零件的

具体尺寸，为尺寸链的组

成环，其中 X1、X2 为增环，

X3为减环；L0为某间隙，为

该尺寸链的封闭环。

1.2　正态分布原理

若随机变量 X 服从正态分布，则记为 X~N（μ，

σ2），其中 μ 为变量 X 的数

学期望（平均值）；σ2 为变

量 X 的方差。正态分布的

概率密度函数如图2所示。

从图中可见，曲线呈中间

高、两边低的形态，概论密

度函数 f（x）在（-∞，+∞）区

间与 x轴围成的面积为1。
正态分布具有可加性，若随机变量X与 Y均服从

正态分布，X~N（μX，σ2
X），Y~N（μY，σ2

Y），且X与Y相互独

立，则组合变量也服从正态分布，aX+bY~N（aμX+bμY，

a2σ2
X+b2σ2

X）。

在实际生产生活中，变量X在（μ-3σ，μ+3σ）的概

率为 99.73%，因此将区间（μ-3σ，μ+3σ）作为变量X的

实际可取值区间，称为正态分布的“3σ”原则。

1.3　尺寸链中封闭环L0分布规律

证明任意尺寸的上下公差均可换算成对称公差。

为方便计算，后续所有尺寸公差均采用对称式公差

表达。

Li=Mx
y=Di±di （1）

式中：M为尺寸名义值；x为上差；y为下差；等价换算

成对称形的Di、di为

Di=M+x + y
2 ，di=

x - y
2 （2）

对任一设计尺寸，均将其作为 1 个变量，设计尺

寸对应的某个实际尺寸即为该变量的 1个具体样本，

设计尺寸的实际尺寸则为该变量的样本空间。假设

该变量服从正态分布，则设计尺寸的实际值就按正态

分布规律分布。在发动机装配中，要求所有零件都是

合格件才准许装机使用，其中任一尺寸的实际值均在

设计范围内，比如某一尺寸 L 设计范围为（D-d，D+

d），则 L的实际值取值区间即为（D-d，D+d），而 L满足

正态分布，根据正态分布的“3σ”原则，L 的分布区间

为（μ-3σ，μ+3σ），由此得出 μ、σ与设计范围D、d的对

应关系。

因此，对任一尺寸Li=Di±di，其分布规律为

Li~N（μi，σ2
i） （3）

μi=Di （4）
σi=

1
3di （5）

对任一尺寸链，其封闭环与 n个组成环的通用关

X1 X2
X3 L0

L0=X1+X2-X3
图1　尺寸链

f（x）

μ x

图2　正态分布
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系式

L0=Σn
i = 1（ζiLi） （6）

式中：L0为封闭环；Li（i≠0）为组成环；ζi为系数，对于发

动机设计中绝大多数的尺寸链均为单倍线性尺寸链，

因此 ζi=±1。
各组成环L1、L2……分别满足正态分布

L1~N（μ1，σ21），L2~N（μ2，σ22），……

而尺寸链要求其各组成环 L1、L2、L3…Ln之间彼此

相互独立，故由正态分布的可加性可知封闭环 L0也满

足正态分布

L0~N（μ0，σ20） （7）
μ0=Σn

i = 1（ζi μi） （8）
σ20=Σn

i = 1（ζ2
i σ2

i）=Σn
i = 1σ2

i （9）
在发动机装配设计中，尺寸链分析是为了满足封

闭环 L0的设计要求，如压气机尺寸链中要求封闭环 L0
在（a，b）内，则分析 L0分布

（如图 3所示）在区间（a，b）

的概率情况，概率大小即

为图 3 中阴影面积。若封

闭环的要求范围表达为对

称公差形式 L0=D0±d0，则

a=D0-d0，b=D0+d0。

从图中可见，L0分布在区间（a，b）的概率主要由

分布曲线的位置及其“胖瘦“程度决定。为使概率 P

（a，b）更大，应尽量使μ0位于区间（a，b）的中间位置，σ0
越小则分布曲线越瘦。在

极限情况下，当概率 P（a，

b）达到正态分布的“3σ”原

则概率，即 99.73% 时，则

说明封闭环 L0满足设计要

求，如图 4 所示，因此概率

值为 99.73% 是评判封闭

环L0的1个重要阈值。

2　应用分析

尺寸链分析是对各零件在装配时是否存在干涉、

间隙要求是否合理、轴承错移量能否满足要求等安全

性、可行性的分析。因此，概率法尺寸链则基于求解

封闭环 L0的分布规律及其在区间要求内的概率值，评

价各组成环的设计合理性，从而进行优化调整。

2.1　间隙检查案例分析

压气机叶片盘后端间隙 Δ的尺寸链如图 5所示。

设计要求 Δ=2.95~3.20 mm，将间隙 Δ 作为封闭环，其

余尺寸作为组成环进行设计分析。尺寸链为

L0（Δ）=L4-L1-L2-L3-L5 （10）
叶片盘后端间隙尺寸

链原始尺寸数据见表 1。
根据式（1）~（9）对原始数

据进行处理，计算封闭环

L0的分布及设计要求区间

的概率值 ，得到概率为

99.8858%，已超过“3σ”原则概率（99.73%），说明该设

计满足叶片盘后端间隙Δ=2.95~3.20的要求。

将常规极值法尺寸链的分析结果与概率法分析

结果进行对比，发现极值法计算出的间隙Δ的范围为

2.85~3.33，已经超出设计要求的范围，故极值法认为

无法满足间隙Δ的设计要求，只能减小组成环的公差

或增加调整垫，若调整组成环公差（平均调到±0.022
的精度才能满足极值法要求）则会显著增加加工难度

和成本，若增加调整垫设计则会增加装配结构的繁杂

度。从概率视角分析，间隙Δ极值（2.85~3.33）出现在

2.95~3.20 内的概率已达 99.8858%，其余区间的可能

性不足 0.2%，说明在实际装配中各组成环零件尺寸

公差相互抵消的概率很大，同时取极值的概率很小。

因此不必为了不足 0.2%的概率去改变组成环的尺寸

精度或增加调整垫，只需在实际装配中关注各尺寸的

实际测量值。

从概率法结果可知，L0的数学期望（平均值）μ0=
3.09 不是间隙 Δ 要求 2.95~3.20 的中间值 3.075，因此

可对各组成环进行优化，且不改变各组成环公差范

f（x）

99.73%

xμ-3σ μ μ+3σ

图4　99.73% 的概率阈值

a=D0-d0
b=D0+d0

a μ0 b

图3　封闭环L0的分布

图5　叶片盘后端间隙

尺寸链

表1　叶片盘后端间隙尺寸链原始尺寸

代号

L1
L2
L3
L4
L5

L0（Δ）概率法

L0（Δ）极值法

原始尺寸

28.30-0.1
3±0.05

75.9±0.05
131.2±0.05

210-0.08
分布规律：L0~N（μ0，σ20），μ0=3.09，σ20=0.001289
概率结果：区间概率P（2.95，3.20）=99.8858%

Δ=2.85~3.33

Li~N（μi，σ2
i）

期望μi

28.25
3

75.90
131.20

20.96

标准差σi

0.01667
0.01667
0.01667
0.01667
0.01333

166



第 1 期 邓敬亮等：正态分布规律下尺寸链设计分析

围，即只对组成环名义值进行调整。比如可将 L2由

3±0.05 调整为 3.015±0.05，此时封闭环 L0的数学期望

（平 均 值）将 变 为 μ'0=
3.075，而σ0不变，相当于L0
的分布曲线进行了平移，

如图 6 所示。从而区间概

率提高至 P'（2.95，3.20）=
99.9501%。

总之，概率法尺寸链比极值法的更加具体，以概

率对封闭环的设计区间进行量化，能为组成环的优化

调整提供更加具体的方案。

2.2　 调 整 垫 设 计 案 例

分析

风扇叶片盘后端与整

流器前端间隙尺寸链如

图 7所示，设计要求间隙Δ=
1.8~2.0 mm。以 Δ 为封闭

环的尺寸链数据见表 2。
表达式为

L0（Δ）= L1+L2+L3-L4+L5-L6-L7+L8+L9-L10-L11+L12

对表 2中原始数据进行计算处理可得，设计要求

区间概率P（1.8，2.0）=78.4816%，但仍有改进空间，可

调整各组成环使得封闭环分布 L0的数学期望（平均

值）μ0取间隙 Δ 要求范围 1.8~2.0 的中间值 1.9。如将

L1的 16.8+0.10 调为 16.825+0.10 ，即可实现 μ0=1.9，由此算得

新的区间概率 P'（1.8，2.0）=80.820%。提高调整后区

间 概 率 ，仍 未 满 足 正 态 分 布 的“3σ”原 则 概 率

（99.73%），因此该装配设计仍需调整。若不改变尺寸

链各组成环的公差等级，则需增加调整垫对结构设计

进行调整。

带增环调整垫的尺寸链公式如下（减环调整垫原

理相同，公式略有变化），其中G为调整垫厚度。

L0=Σn
i = 1（ζ2

i Li）+G （11）
则L0的正态分布为

L0~N（μ0，σ20） （12）
μ0=Σn

i = 1（ζ2
i μi）+G （13）

σ20=Σn
i = 1σ2

i （14）
从式（11）~（14）可知，带调整垫的封闭环 L0分布

相当于不带调整垫封闭环L0分布进行了平移。

封闭环的设计要求（a，b）将 L0分布曲线分割成 3
部分区域，分别定义为“失效区”、“恰适区”、“修磨

区”，如图 8所示。其中“失效区”表示调整垫过薄，已

无法满足设计要求；“恰适区”表示调整垫不用修磨即

可满足设计要求；“修磨区”表示调整垫过厚不能立即

满足设计要求，但修磨后即能满足要求。各区域内曲

线与横轴包围面积大小即

为 3 种情况的概率大小。

其中设计要求区间（a，b）

是因设计要求而固定的，

因此 3 种情况的概率大小

是与 L0分布曲线的位置和

“胖瘦”程度紧密相关。

对调整垫的设计，通

常以厚垫子保底，其厚度要求尽量厚但不能过厚，保

证通过修磨厚垫子使装配能顺利进行，而薄垫子则兼

顾了使用的方便性和修磨成本的考虑，因此调整垫至

少设计成2组。

从概率分析，厚垫子的保底作用是要求采用厚垫

子后 L0分布的“失效区”概率接近 0，如图 9所示。根

据正态分布的概率规律，当 L0的（μ0-3σ0）越过设计要

求的下限后，则“失效区”概率小于 0.135%，属于“不

可能发生事件”。 也可采

用“4σ”原 则 ，即 当 L0 的

（μ0-4σ0）越过设计要求的

下限后，则“失效区”概率

小于 0.0032%。说明满足

a b a bμ μ'

图6　L0分布优化调整

L6 L7
L5

L4

L9L10
L11
L12

L8GL1L2L3

Δ

图7　风扇叶片盘后端与

整流器前端间隙尺寸链

表2　风扇盘后端间隙尺寸链数据（无调整垫）

代号

L1
L2
L3
L4
L5
L6
L7
L8
L9
L10
L11
L12

L0（Δ）概率法

原始尺寸/mm
16.8+0.10

15.9±0.1
39±0.1
67.70-0.1
1.5+0.050
55±0.1

41.2±0.05
36.5±0.05

61±0.1
5±0.02
5.50-0.06
5.50-0.06

分布规律：L0~N（μ0，σ20），μ0=1.875，σ20=0.005869
概率结果：区间概率P（1.8，2.1）=78.4816%

优化后概率P，（1.8，2.1）=80.820%

Li~N（μi，σ2
i）

期望μi

16.825
15.9
39

67.65
1.525

55
41.2
36.5
61
5

5.47
5.47

标准差σi

0.01667
0.03333
0.03333
0.01667
0.01667
0.03333
0.01667
0.01667
0.03333
0.006667

0.01
0.01

失效区 恰适区 修磨区

P- P+P0

a b

图8　L0分布曲线分区

失效区 恰适区 修磨区

a b

μ0-4σ0 μ0-3σ0 μ0+3σ0μ0+4σ0μ0
图9　厚垫子设计
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此概率要求的厚垫子具有保底作用。因此可推导出

厚垫子表达式为

Gh=a-Σn
i = 1（ζi μi）+4σ0 （15）

薄垫子的设计是为了选择的方便性及修磨的可

用性。一般薄垫子会设计成多组，组数越多装配使用

时选择就越方便，但加工及管理成本会增加。

若封闭环 L0的区间概率 P（a，b）过小，则需设计

多组薄垫子，但组数不超过 3个。为充分发挥各组薄

垫子的作用，应将不同组

份薄垫子的“恰适区”概率

P0 对应的区间位置合理设

置，使求和后总概率最大，

尽量少重叠，多组调整垫叠

加概率分布如图10所示。

因此，针对图 7 和表 2
中的尺寸链，在增加调整垫设计后，对原各组成环的

尺寸进行相应调整，见表 3（调整了 L1的名义值）。可

设计调整垫为 “1厚+2薄”。厚垫子为保底作用，按式

（15）可得 Gh=2.032，厚垫子对应的失效概率为 P-≈
0.0031%，该厚垫子具有保底作用，且可算出厚垫子对

应的恰适概率 P0=8.1230%。2 组薄垫子按“概率大、

少叠加”原则计算可得 Gs1=1.925， Gs2=1.725。2 组薄

垫子叠加概率分布如图 11 所示。从图中可见，叠加

后概率覆盖整个（μ0-3σ0，

μ0+3σ0）区，即叠加概率为

99.096%，在实际装配中 2
组薄垫子有 1 组满足封闭

环区间要求的概率。风扇

盘后端间隙尺寸链数据

（有调整垫）见表3。

3　结论

（1）将正态分布规律与尺寸链设计相结合，通过

计算得出封闭环要求区间的具体概率值，以概率为基

础对组成环的各机械零件进行优化调整，将优化后的

效果以概率值进行量化。

（2）以具体的概率值进行量化，可指导各组成环

尺寸公差带宽调整，为优化尺寸精度设计、降低零件

加工成本提供依据。

（3）对要求区间概率值过低而需设计调整垫的情

况，尺寸链概率分析能给出具体的调整垫设计方法和

原则。
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